Über die Nichtexistenz eines Knotenpunktes, durch den alle längsten Wege eines Graphen gehen  by Walther, Hansjoachim
JOURNAL OF COMBINATORIAL THEORY 6, 1--6 (1969) 
Ober die Nichtexistenz eines Knotenpunktes, 
durch den alle langsten Wege eines Graphen gehen 
HANSJOACHIM WALTHER 
Institut fiir Mathematik, Technische Hochschule llmenau 
Communicated by the Editor-in-Chief 
ABSTRACT 
Es wird ein zusammenhangender Graph konstruiert, der keinen Knotenpunkt 
besitzt, durch den alle l~ingsten Wege des Graphen gehen. In einer spateren Arbeit 
wird ein 3-fach zusammenh~ngender Graph G (bzw. einfach zusammenh~ingender 
Graph H) angegeben, der keine zwei Knotenpunkte b sitzt, so dab in jedem l~ingsten 
Kreis yon G (bzw. in jedem l/ingsten Weg von H) mindestens einer der beiden Knoten- 
punkte liegt. Damit sind zwei von T. GALLAI und H. SAcHs auf dem Kolloquium 
tiber Graphentheorie 1966 in Tihany (Ungarn) [2] gestellte Probleme gel/Sst. 
Das folgende Problem wurde von T. Gallai auf der Tagung iiber 
Graphentheorie 1966 in Tihany (Ungarn) gestellt: Sei G ein beliebiger 
zusammenhiingender Graph. Gibt es ehlen Knotenpunkt x yon G, dutch den 
alle liingsten Wege yon G gehen ? 
In der vorliegenden Arbeit werden wir diese Frage dahingehend 
beantworten, dal3 wir einen zusammenh/ingenden Graphen konstruieren, 
der keinen Knotenpunkt besitzt, der in allen l~ingsten Wegen liegt. 
DEFINITION. Sei das Gebiide S von Abbildung 1 Teil eines Graphen G 
und sei W ein l/ingster Weg von G, der Knotenpunkte von S enth~ilt. 
Ein Knotenpunkt y von S heiBt vom Typ A (bzw. vom Typ B, bzw. vom 
Typ C), wenn W in S die Kantenans/itze B und C (bzw. C und A, bzw. A 
und B) so miteinander verbindet, daB der Knotenpunkt y nicht in W 
liegt (es liegt also kein Endpunkt von W in S). 
HILFSSATZ. Sei das Gebilde S yon Abbildung 1 Teil eines Graphen G und 
W ein ffingster Weg yon G, dann gilt: 
la. Liegt kein Endpunkt yon W in S und verbindet W in S die Kantenan- 
siitze A und B (bzw. B und C, bzw. C und A), dann enthiilt W genau 17 
(bzw. 18, bzw. 18) der 20 Knotenpunkte yon S. 
lb. Die Knotenpunkte c, e, g, h, i,j, k, l, m, n, o, p, q, r, s, t sind Knoten- 
punkte corn Typ C, die Knotenpunkte b, d , f  sind yore Typ B und der 
Knotenpunkt a ist yore Typ A (einige Knotenpunkte sind gleichzeitig yon 
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verschiedenem Typ, was jedoch ffir die weiteren Betrachtungen 
unwesentlich ist. Wichtig ist nur, wie wir sehen werden, dab jeder der 20 
Knotenpunkte von mindestens einem Typist). 
2. Liegt ein Endpunkt yon W in S und liegt yon den 3 Kantenansiitzen 
nur A (bzw. B) in W, dann liegen nicht alle 20 Knotenpunkte yon S in W. 
Zur Verkiirzung der Schreibarbeit wollen wir beim Beweis des 
Hilfssatzes folgende Vereinbarungen treffen: Den Kreis (k, l, m, n. o, p, q, r) 
bezeichnen wir mit K. Liegt gem/if3 den Voraussetzungen twa die Kante 
(g, k) (bzw. etwa der Kantenzug (d, e, g, j, i, h)) in W, dann schreiben wir 
(gk) (bzw. (degjih)). Liegt abet gem~il3 den Voraussetzungen twa die Kante 
(s, t) (bzw. der Kantenzug (s, q, r, k)) nicht in W, dann schreiben wir 
(s-7) (bzw. (sqrk)). Entsprechend schreiben wir j (bzw. f) ,  wenn der 
Knotenpunktj in W liegt (bzw. der Knotenpunktfnicht in W liegt). 
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ABBILDUNG ] 
BEWEIS DES HILFSSATZES : 
la. Ein A und B (bzw. B und C, bzw. C und ,4) verbindender Weg der 
L~inge 17 (bzw. 18, bzw. 18) ist 
(aopqrklmfcdhijstb)(bzw. (btsfihdegkrqponmfc), bzw. (cfmnopqrkgedhijsta)). 
UBER DIE NICHTEXISTENZ EINES KNOTENPUNKTES 3 
la.1. Angenommen, es gibt einen A und B verbindenden Weg, der 
weniger als drei Knotenpunkte ausl~iBt. Wie Tutte [1] gezeigt hat, 1/iBt 
ein A und B verbindender Weg mindestens einen Knotenpunkt der 
Valenz 3 aus. Da ein A und B verbindender Weg auch mindestens einen 
der vier Knotenpunkte der Valenz 2 des Kreises K ausl/il3t, enth/ilt also 
ein 1/ingster A und B verbindender Weg W genau 18 Knotenpunkte, 
l~il3t genau einen Knotenpunkt der Valenz 2 von K aus und enth/ilt den 
Kantenzug (h, i,j). 
(1) (klmnopq), ~ (qs), (kg), (at), (bt), (ts), (bh), (jg), Widerspruch, da 
5 Knotenpunkte auBerhalb yon W liegen. 
(2) (mnopqrk) =~ (kg), (mr), (at), (~), (ts), (bh), (~), (sj), Widerspruch, 
da 13 Knotenpunkte auBerhalb yon W liegen. 
(3) (opqrklm) ~ (oa), (mf). 
(3.1) i ~ s, (sq), Widerspruch ! 
(3.2) t ~ (btsj), (hd), ~, e, (def), g, Widerspruch! 
(4) (qrklmno) =~ (oa), (qs), L (bh), (sj), Widerspruch ! Damit ist bewiesen, 
dab ein A und B in S verbindender 1/ingste Weg genau 17 Knoten- 
punkte enth/ilt. 
la.2. Angenommen, es gibt einen B und C verbindenden Weg W, der 
weniger als zwei Knotenpunkte ausl/iBt. Da W mindestens einen der vier 
Knotenpunkte der Valenz 2 yon K ausl/iBt, enth/ilt W alle Knotenpunkte 
der Valenz 3 und auch den Kantenzug (h, i,j), sowie den Kantenzug 
(t, a, o) 
(1) (onmlkrq) ~ (qs), (st), (sj), (jg), (jk), Widerspruch! 
(2) (opqrklm) :~ (gk), (g j), (is), (sq), Widerspruch! 
Damit ist bewiesen, dab ein l~ingster B und C verbindender Weg genau 18 
Knotenpunkte nth/ilt. 
la.3. Angenommen, es gibt einen C und A verbindenden Weg W, der 
weniger als zwei Knotenpunkte ausl/iBt. Gem~iB den ~berlegungen bei 
1 a.2 wird ein Knotenpunkt der Valenz 2 aus K ausgelassen, der Kantenzug 
(h, i,j) liegt in W, alle Knotenpunkte der Valenz 3 liegen in W und damit 
der Kantenzug (t, b, h). =~ (sq). 
(1) (qponmlk) =~ (mr), (efe), (hd), (de), Widerspruch! 
(2) (qrklmno) =~ (mf), (eft), (hd), (de), Widersprueh! 
Damit ist bewiesen, dab ein C und A verbindender Weg genau 18 
Knotenpunkte nth~.lt. Damit ist 1.a. bewiesen. 
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lb. Wir geben jetzt lgngste A und B (bzw. B und C, bzw. C und A) 
verbindende Wege an, die die Knotenpunkte vom Typ C (bzw. A, 
bzw. B) auslassen: 
I. (aopqrklmfcdh(/stb) = e, g. n sind yore Typ C. 
(aonmtkgefcdhijstb) = p, q, r sind vom Typ C. 
(aopqrkgefcdhijstb) ~ m, 1 sind vom Typ C. 
(atsqrklmfcdegjihb) = o ist vom Typ C. 
(atsqponmfcdegjihb) = k ist yore Typ C. 
(aopqrklmfcdegjstb) = h, i sind vom Typ C. 
(atsqponmlkgefcdhb) = j ist vom Typ C. 
(aopqrklmfedhijstb) = c ist vom Typ C. 
(aopqrklmfcdegjihb) = s, t sind vom Typ C. 
2. (cfedhiigklmnopqstb) = a ist vom Typ A, 
3. (cfegjihbtsqrklmnoa) = d ist yore Typ B. 
(cdegjihbtsqrklmnoa) = f ist vom Typ B. 
(cfmnopqrkgedhijsta) = b ist vom Typ B. 
Damit ist 1 vollst~indig bewiesen. 
2. Angenommen, ein Endpunkt yon W liegt in S. genau einer der 
Kantenans/itze A oder B liegt in W und W enth~lt alle Knotenpunkte von 
S. Dann liegt yon den 4 von dem Kreis K ausgehenden Kanten genau 
eine in W, der in S liegende Endpunkt von W ist einer der vier Knoten- 
punkte der Valenz 2 in K. ~ (dcJ ), (eg), (hi/). 
(1) B liegt in W. ~ (oat), ( jst), (jg), (kg), ~, Widerspruch. 
(2) A liegt in W. ~ (hbt), (de), (sq), (fin), Widerspruch, da zwei von K 
ausgehende Kanten in W liegen. 
Damit ist 2 und damit der Hilfssatz bewiesen. 
Aus dem Gebilde S bilden wir gemfi[3 Abbildung 2 einen Graphen G. 
SATZ. Der Graph G yon Abbildung 2 besitzt keinen Knotenpunkt, durch 
den alle ldngsten Wege yon G gehen. 
BEWEJS: Wegen la des Hilfssatzes lfil3t ein lfingster Weg, der die 
Knotenpunkte x und y (bzw. y und z, bzw. z und x) verbindet, yon S drei 
(bzw. zwei. bzw. zwei) Knotenpunkte aus, also l~iBt ein l~ingster Weg in G 
vier Knotenpunkte aus. Beide Endpunkte von einem l~ingsten Weg W 
kiSnnen nicht in S liegen, da W sonst die 5 Knotenpunkte x, x', y, y', z 
auslassen wiirde. Liegt ein Endpunkt yon W in S, dann l~il3t W in G wegen 
2. des Hilfssatzes mindestens 4 Knotenpunkte aus. Sei u ein beliebiger 
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Knotenpunkt von G. Ist u ein Knotenpunkt vom Typ Coder der Knoten- 
punkt z (bzw. vom Typ A oder einer der Knotenpunkte x oder x', bzw. 
vom Typ B oder einer der Knotenpunkte y oder y'), dann gibt es wegen 
des Hilfssatzes einen liingsten Weg W(u) von G, der x und y (bzw. y und z, 
bzw. z und x) verbindet und der u nicht enth~ilt. 
Damit ist der Satz bewiesen. 
ABBILDUNG 2 
BEMERKUNG" 
1. Hiingt man an jeden Knotenpunkt x, y, z von G einen Weg der 
Liinge n, dann entsteht ein Graph G(n), der ebenfalls die Eigenschaft 
besitzt, dab er keinen Knotenpunkt besitzt, durch den alle liingsten Wege 
von G(n) gehen. 
2. Setzt man 5 Gebilde S gemiil3 Abbildung 3 zu einem Graphen 
zusammen, dann ist dieser Graph planar, zweifach knotenzusammen- 
hiingend und besitzt keinen Knotenpunkt, durch den alle liingsten Kreise 
gehen. Ein nichtplanarer Graph, der keinen Knotenpunkt besitzt, durch 
den alle liingsten Kreise gehen, ist der Petersensche Graph. 
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3. Das am Anfang gestellte Problem w~ire wie folgt zu formulieren : 
Gibt es eine natiirliche Zahl n derart, dal3 jeder zusammenh/ingende Graph 
G solche n Knotenpunkte besitzt, so dab jeder 1/ingste Weg yon G 
mindestens durch einen dieser n Knotenpunkte hindurchgeht ? Und 
wenn es ein solches n gibt, welches ist das kleinste ?
4. Welches ist die kleinste Zahl n. ftir die es einen zusammenhfingenden 
Graphen G mit n Knotenpunkten gibt, der keinen Knotenpunkt besitzt, 
durch den alle 1/ingsten Wege gehen ? 
, - - -xa  B~.--x 
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